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VIII-3. 


In questo seminario si prova una disuguaglianza di Harnack 


per i minimi non negativi di funzionali del tipo 


i) $F(u,9) -f F(x,Du)dx  D = lia Ly 
1 


(o $%n 
con acR" aperto e F funzione di Carotheodory che soddisfa la condizione 
a mu 2,2.m/2 no 22.m/2 
(2) MT w(x)()_ ao)" s F(x,P) s Mw(x)()x°PÎ) 
fili Fili 


dove M>0, m>1 e w è una opportuna funzione peso non-negativa, nel senso 
di Muckenhoupt,e \jsd=1,...,n sono funzioni non-negative soddisfacenti 
alle stesse ipotesi di [FL1] [FL2]. 

Indichiamo con ul (2) la chiusura di Lip(9) rispetto alla nor- 


ma 
Juswul(9)f = (flul") 1" + (fo 01" 


dove 


Diamo la seguente definizione: 


Definizione 1. Diciamo che ueW(q) è un minimo per #(-,9) 


e per ogni sen (a) , SUPpòcd, 
(3) F(u,suppg)s F(u+ò, suppò) 


Nel caso x; lewz 1 Di Benedetto e Trudinger ([BT]) hanno dimostrato 


la disuguaglianza di Harnack per i minimi non negativi. Successivamente 


VIII-=4, 


Modica ([M]) ha esteso questi risultati al caso el e w funzione peso ve-. 
rificante la condizione di Muckenhaup: w20 ed esistono p>1, Cu 7 c(w,p)=1 


tali che per ogni sfera euclidea SR di raggio R, Spe % risulta 


di 
(4) teri wdx) fa i) w Po dx)P"!sc,, 
R SR 


dove ISgl è la misura di Lebesgue di Sp. 
I risultati di questi lavori non si applicano a funzionali che 
degenerano non uniformemente come, ad esempio 


2/2 


F(x3y3D,uaD u) = (jp, ul? + x{?° [Dyul » (x,y) e RPxR9, 0>0 


che è invece possibile trattare dotando R" di una metrica che tenga conto 
della particolare non uniforme degenerazione della funzione F (e quindi 
della x;) Metriche siffatte sono state introdotte e studiate da molti au- 
tori, si vedano, ad esempio [FL1],[FL2],[FL3],[NSW]. 

Sostituendo alla metrica euclidea la metrica suddetta d, è pos 
sibile adottare le tecniche di Di Benedetto e Tundinger e di Modica allo 
studio di funzionali del tipo (1), (2). 

Risulta naturale richiedere al peso w di verificare la condi- 
zione di l'uckenhaupt rispetto alla metrica d, sostituendo l'ipotesi (4) 
con la seguente: w20, esistono pdl, Li c(w,p)=z1, tali che per ogni 


Bre 2 risulta 


pi 
(5) Fl il wdx) tola ui dg ur 


dove Br è la d-sfera di raggio R. Ne verrà che i nostri risultati si ap-. 


plicano anche, ad esempio, al caso seguente 
2,m/2 
ia 


F(4,y0,1,0,0)=(10u|°+|x1 “910,1 K(x,y)1", (x,y) ERPXRÎ , 090, ceR 
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Le ipotesi cui devono soddisfare le funzioni k, sono: 


È _ _ no. 
i) x;20 rel x;(x) SIESTREZZZINOO, WxeR, j=1,...,n 


1 j 


n 
ii) posto n= {xe R"/ Il x 3 0}, allora 
k=1 


n 


I; € cor") mch(r -t), O<a;(x)sA } vxeR"-n, jalgev.in 


PICSEISZELISZZZZNFANO) = DIS ERE Rina FETEETIIEO, batt ila: 


iii) esistono p;;30 tali che 


9 o L_ ; 
Osx, DA fa ;(%)) s Pi; di Zacanali  È # dg je1 


Tali ipotesi consentono, appunto di costruire una metrica d "naturale 


per il funzionale, associato ai campi + x; =* dg - j = 1,...,N defini- 
j 


ta così: Wx,yeR consideriamo la famiglia r di tutte le curve pa tQat 150 


che siano cl a tratti e tali che ogni tratto cl sia curva integrale di 


uno dei campi + i e che congiungano x con y, allora: 
d(x,y) = inf(T, /yET} (si dimostra che wx,yeQ 3yeT che congiunge x 


con y). 
Nel precedente seminario ([S]) avevo provato che se ue M7(9) 
è un minimo per il funzionale (1) (2), allora u e -u appartengono a una 


classe di De Giorgi DE (9) la cui definizione è: 


Definizione 2. ueW (qa) appartiene alla classe di De Giorgi 


DG (0) se per ogni d-sfera B_C 2 e per ogni p>0, p<R, KER si ha 


R 
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| ul" wax - fu-K|" wdx 
La È (R-0)" ci 


HA 


dove B(K,R) = {x€E Bg/u(x)>KI e B, è la sfera di raggio p concentrica a 
Bg: 
Qui proviamo che se u e ue DE (9), uz0, allora soddisfa alla 


disuguaglianza di Harnack, e precisamente 


Teorema 3. Sia u,-uEDG (9), u=0 allora esiste una costante 
C dipendente da mM,W,A; e da Xx tale che per ogni d-sfera B(x,R)=Bp> con 
Bar 2, si ha: 


sup us<c inf u 
B B 


R/2 R/2 
Nella dimostrazione del Teorema 3 si lavora sullo spazio (R",d,w(x)dx) che 
risulta omogeneo, valendo per la misura w(x)dx la proprietà di duplica- 


zione : esiste una costante B = 8(p,c(u,p),d) tale che 
w(Bpp) s 84(Bp) 


essendo v(Bp) -f w(x)dx (si veda [FS], Lemma 2.10). 
B 
R 
Punto fondamentale di tale dimostrazione è l'applicazione 
di un lemma di Krylov-Safanov (-[KS]) che tali autori dimostrano nel caso 
euclideo; nel nostro caso la dimostrazione ha dovuto subire notevoli va- 
rianti; potendosi contare solo sul fatto che (R",d,w(x)dx) è omogeneo; 


tale fatto ha pesato abbondantemente sulla dimostrazione del Lemma. 


Lemma 3. (di ricoprimento di tipo Krylov-Safanov). Sia 


Bpd-sfera, ECBL» s €]0,1[ fissato 


R 
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B= {B(x,40)©Bp /xEBp3p90, N(ENB(x,0))26w(B(x,p)MBp)} 


Consideriamo l'insieme 


ii) w(E) < csw(E,) 
con C>1 dipendente dalla costante di duplicazione di w(x)dx 


Dimostrazione. Se w(E)26w(Bp) allora w(ENBp) = w(E) > $w(BR) e quin 
di BR è una delle sfere che definiscono E; per cui vale Ja i). 

Sia ora w(E)<6w(Bp); se w(E) = 0 è ovvia la ii), sia perciò w(E)>0, 
non è restrittivo supporre che ogni punto di E sia punto di Lebesgue ([C]) e cioè 
tale che 


- 2° W(ENB(x,r)) 
(6) LA OTT PINI la 1 
r>o0 


In ciò che segue diremo che B(x,p) interseca E in modo consistente se 
WIENB(x,p)) 2 6W(B(x,p)MBp). 

Coifman e Weiss ([CW]) hanno provato che per uno spazio omogeneo e 
per ogni sfera di raggio R esiste un insieme finito massimale di punti della 


: salite R 
sfera che distano a due a due più di Ti - 
2 
Effettuiamo una successione di ricoprimenti alla maniera seguente: 


per ogni nz1 sia {x n ton un insieme massimale con dx) xl), pa 
pi I R i Pi 2" 
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e consideriamo le famiglie 


RIP). carxl9), B) /i=1,...,1.} di ricognimenti di BL: 
i 2P p R 


Poniamo poi 


Sn” ta, _ )|i = li..colpo B interseca E in modo consistente, 
2 


p-l 
x f U U BB g(x 08) 


, Ly interseca E in modo consistente} 
hl pei 
Be RP 
Essenzialmente utilizzando la proprietà di duplicazione per la misura w(x)dx e il 


fatto che i punti di E sono punti di Lebesgue, si prova che Wxce E apeN, ie N ta- 


le che 
sentxiP), Sa ) e wEng(xlP), > )) = su(B(xlP), LL )) 
i p i p-l i pel 
A 2 2 
Definiamo per ogni Be U S_, Bg come segue: sia Be Y S_ allora 
PEN pen 
apeN, 3i€{1,...,1 } tali che B= six), iù )ES. con «Ple p(x(P-!), Bi 
p i b1 p i j 2P-1 
per un certo je {1,...1_,}; poniamo d_ = px), 2) Risulta Bc e risulta 
p-l B j 292 
che [A non è consistente con E. i 
Poniamo poi È, =“ U U (830 Bg). Si trova facilmente che 
peN Be Sp 


EE Ego at, in quanto ogni punto di E è un punto di Lebesgue; si prova inol- 


tre che per 0<a< ri le omotetiche di B (aB) sono disgiunte. Allora, ricordando 


che la proprietà di duplicazione vale anche per le BOBR (vedi prop. 2.10 [FL2] 


e Lemma 4 di [C]) 
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WE) = wÈ mE) s I Ber <e LD WB 08) s 
pen pen 
BES Bes' 
p p 


dk 
s 0) w(BmB,)'Scs YO w(a8nB,) = co U (0808,)) 5 
R R 
pen pen pen 
BE S BES BES 
p p p 


s Cow( U  (B9Bp)) s C6 w( U (830 Bp)) s cow(È, ) s Com(E,). 
pen pen 
BES BeES 
p p 


Passiamo alla dimostrazione della disuguaglianza di Harnack (T. 3). 


Si seguono le seguenti tappe: 


Proposizione 4. Sia ue DE (9), uz0, allora per ogni q > 0 esiste 
C = C(x,q) tale che 


(7) sup u sc TENSa th dx) /9 
R 


Br/2 


Proposizione 5. Sia u=0, -uE D6 (9) allora Wq>0, q < A (vedi 
o dimostrazione) 


Ac > 0 dipendente da q tale che 


J u'udx) 1/9 sc infu 
B 


R Bar 


Dalla Proposizione 4 e dalla Proposizione 5 segue immediatamente i] 


Teorema 3. 


(**) Per la proprietà di duplicazione della misura w(x)dx. 
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Dimostrazione della Proposizione 4. Se q=m (la (7) segue dalla (7) 


del Teorema 3 di [S], che limita il suppu in termini di w(B(K,R)) e i) Lu-k|" wdx, 
B(K,R) 


con K = 0, e dalla disuguaglianza di Holder. Se 0<q<m si utilizza la disuguaglian 
m m 


za abse a9 4 c(e)bî a,b 0 e si applica il Lemma 2.1. di [GG] che limita 
la crescita di una funzione non negativa che soddisfa una opportuna disuguaglian 
za. 

Per la prova della Proposizione 5 è necessario utilizzare un risul- 


tato la cui dimostrazione è contenuta nella dimostrazione del Lemma 4.1. di [S] 


(vedi anche Lemma 5.1. di [S1]). 


"Sia PAPA SO se w(B(K?R)) ES vw(Bp) con ye]J0,l[ 


allora 
mel 100 nio dt ni 
ch-k) ? (t8(n,R)))® = cl È (w(B,)) È { a A 
B(K,R 
(9) m-1l 


- (w(B(K,R))-w(B(h,R)) È" 


con £>1 costante che appare nel seguente Teorema di immersione: 


"Sia ueW.(0) 8 > 0 tale che w({x€ Bplu(x)=0}) > 8w(Bp); allora 32>1 dipendente 
da m,w e U tale che 
pai la 
J pul* wa)" = croma 7)!" f o ul" max) V/M» 
Bg Bg 


(IS1T TS). | 


Proposizione 5.1. Sia uz0, -ue DGm(9),1>0, y€EJ0O,l[, se 
w({x€ Bplu<t}) < rw(Bp) allora: 
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£(m-1 


(10) i) u({x €Bp lu <= #0) $ s s c(m)(d) * w(Bp) 
2* 


(11) i') inf u=zAvy)t 
(12) ii) infu>=4A(y)t con 0<4(y) <1 
Bar 


Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che 


w({x € Bp/-ud-t}) = w({x € Bg/u < t}) sy w(Bp) 


NA 


e quindi si può applicare la (9) alla funzione -u per h>k>-t 3 scegliendo 


h = = , k= a , seN e utilizzando le proprietà di duplicazione per la 
2 2 


misura w(x)dx, si ottiene 


2m 
2(m- 1), 
(w({xe Bp/u < pronti) 

2m(1-2)+2(m+1) 

selv) (Ba) EI ((B(- L,0))-(B(- 3,2). 

2 2 
Sommando poi per s da 0 a vsi ottiene 
2m 2m(1-2)+g(m+1) 


Ma) sel (8,9) MT vue 


v(w({xe B più € ei = })) R) 
2 


da cui la (10) (si è sfruttata l'ovvia inclusione 
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T TE 
{x € Bp/u < gl Bg/u < pri }) 


La (11) si prova applicando ancora la (7) di [S] a -u per K = -t ottenendo quasi 
immediatamente 


(13) inf u 231 


Br/2 


purchè ve 10,(3-)® [, con C e 8 costanti che appaiono nella (7) di [S] 


a(m-1) m 
Si fissa ora ven tale che y'= c()(d) sa S )° con 


c(y) costante che appare nella (10); allora per la (10) stessa si ha 


w({x € Bp/u< e ES v'W(Bg) e quindi, potendo applicare la (13) si ha: 
2 
1 RENE OOO 
(14) - u33 Koei XY) 


Si noti che X(y) € ]0,1[. La dimostrazione della (12) si conclude osservando che 


per la proprietà di duplicazione della misura w(x)dx esiste a> tale che 
w({x E Bgg/U = t}) = w({x€ Bp/u 2} = 
2 (1-y) W(By) è (1-1)(3)°W(Bgg) 
n Re 8 8R 

il che equivale a w({x€ Bgp/USt} )s v" v(Ber) e per la (14) si ha la (12). 


Dimostrazione della Proposizione 5. Se u = 0 la (8) è ovvia. Sia 


u non identicamente nulla; allora 3t > 0 tale che 
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E = {xeBy/u(x) è uo a A 


ha w(E) > OWieN. (x = A(y) è la costante che appare nella (12)). Applichiamo 
il Lemma 3 all'insieme E. Sia 6€]0,1[ fissato (supponiamo C8<1 con C costante 
che appare nel Lemma 3), esistono allora Z € Bp3 030 tali che w(ENB(z,p)) è 


= 6W(B(z,0)), allora B(z, 40) NBp è uno degli insieme che definiscono E; nel 


Lemma 3; dalla (12), poichè ne segue w({xe B(2,0)/uca!" 1.})s(1-6)w(B(2,0)), 
segue u(maatt YxeB(z,40) e quindi, poichè E; è l'unione di tutti tali insie- 
mî (B(z,49)) intersecati con Bpr allora su Es è uzr't e quindi si hanno due pos- 
sibilità: 


i) w(ixeBp/uza't}) 2 u(E,) = w(Bp) 


oppure 


i-1 


ii) w({x e B p/uza! 't)) > w(E; )è= d: w(E) = cp ulixe By/uza t}). 


In ogni caso si conclude: se w(A°) aa Ls5u(B, ) si ha: 


s-1 
t 


w(A°T)2= 7 MAL) = 6w(Bp) 


(c3) 


w({x e By/u < xh) s (1-9) (Bg) 


allora per la (12) 


inf u = xt 


Byr 


Perchè sia W(A}) =C 


da cui 


Ora poichè 


ponendo € = inf u 


q i 
) J u'wdx = (Bn) 
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S158w(B,) basta scegliere 
w(AL) 
s > log(c —-x)/ log (Cs) e allora 
w(Bp) 
O) 
w(A C 
NPI i 
© 1° w(B5) 
Bar R 
di l 1 
a) < co 1° (inf yo 
w(Bp) + B 
4R 


+0 . E _ 
ta Î 19 u(A2)at + af 1 lu(a0)dt) 
E (o) 


e q< 13 si ha 
B o 
4R 


+% 


1 Il quid / q-1,,0 + 
w(8.) u'wdx w(B_) Lo w(A,) dt +&'s 
R° B R° E 
R 
-1 
+0 ql 
sac fo «8tM00 (infu) ° dt + (int u)* = 2 (inf u)%(inf u)9 
Le B B i ui 8 B 
4R 4R Sa 4R 4R 
da cui 
1 
( TE ) if u9adx)® <C inf u 
Meg Bi. 8 


R 4R 
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NOTA — Il risultato precedente vale anche per i quasi-minimi ([G],[GG2], 
[BT]): 


"ue, (9) è un quasi-minimo per il funzionale F, con costante Q se, per ogni 
de Mr (0) s SUppòc9, è 


F(u,suppé)s QF(utg,suppé)". 
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